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Mais sobre limites de sucesiones

Sucesiones parciales. Sucesiones monétonas.

En un articulo anterior habfamos hablado de las sucesiones de ntimeros reales y del concepto de
limite de una sucesién. También, en otro articulo, estuvimos viendo el concepto de sucesioén aco-

tada y algunas propiedades de las sucesiones convergentes.

En este articulo vamos a completar nuestro estudio de las sucesiones. Diremos lo que es una su-
cesion parcial de una sucesion, definiremos las sucesiones monétonas y veremos su relaciéon con
el concepto de convergencia de una sucesion.

Sucesiones parciales

Para definir con rigor cudndo una sucesién es sucesion parcial de otra dada es necesario utilizar
el concepto de aplicacion estrictamente creciente. Asi, se dice que una aplicaciéon ¢ : N — N es
estrictamente creciente si verifica que

on) <on+1),YneN
Es inmediato comprobar que ¢ : N — IN es estrictamente creciente si y s6lo si
nmeN,n<m=o(n)<o(m)

Definicién 1.
Dadas dos sucesiones de ntimeros reales {x,} e {y,}, se dice que {y,} es una sucesién parcial de
{xn} cuando existe una aplicacion ¢ : N — N estrictamente creciente tal que

Yn = XU(H),V?I eN

A titulo de ejemplo, la sucesion {1} (constantemente igual a 1) es una sucesion parcial de la suce-
sion {(—1)"} (témese o(n) = 2n). En general las sucesiones parciales de una sucesién {x,} son
de la forma {x,(,)} en que o es una aplicacion estrictamente creciente de IN en IN. Asi, {x2,},
{x2,-1}, {x,2} son sucesiones parciales de {x,}. A veces a una sucesion parcial de una sucesién
{x,} también se la llama subsucesion de la sucesion {x, }, la cual a menudo se suele escribir {x,, },
en vez de {x,(,)}. Obsérvese que, en el fondo, es lo mismo asignar a un ndmero natural k el nd-
mero o (k) que el namero ny: son dos formas equivalentes de expresar la misma idea.

Es inmediato comprobar las siguientes afirmaciones:


http://lasmatematicas.eu

Matemdticas IT Pedro Castro Ortega
Ms sobre limites de sucesiones. Sucesiones parciales. Sucesiones mondtonas. lasmatematicas.eu

— Toda sucesién es una sucesion parcial de si misma.

— Si {yx} es una sucesion parcial de {x,} y {z,} es una sucesion parcial de {y,}, entonces
{zx} es una sucesién parcial de {x,}. (Piénsese que la composicién de dos aplicaciones
estrictamente crecientes de IN en IN es a su vez estrictamente creciente).

Hay algo que os parecerd obvio: que una sucesion parcial de una sucesién convergente también es
convergente y tiene el mismo limite. Pero esto hay que demostrarlo. Para hacerlo demostraremos
previamente un lema.

Lema 1.

Sea o una aplicacién de IN en IN estrictamente creciente. Entonces o(n) > n,Vn € N.
Demostracion.

Obviamente (1) > 1. Supuesto que o(n) > n, luego c(n+1) > o(n) > n y por tanto se tiene
c(n+1) > n+1,lo que demuestra el lema por induccién.

En la demostracion de este lema se ha hecho uso de que si m y n son naturales verificando n < m,
entonces n + 1 < m, propiedad demostrada en el articulo “El conjunto de los niimeros naturales:
una definicién rigurosa y algunas propiedades”.

Proposicion.

Toda sucesioén parcial de una sucesién de ntimeros reales convergente es convergente y tiene el
mismo limite.

Demostracion.

Sea {x,} — x, sea {yn} cualquier sucesion parcial de {x,} y sea ¢ : N — IN estrictamente
creciente tal que y, = x,(,), V1 € N. Dado ¢ > 0, por ser {x;} — x tenemos

dmeN:n>2m=|x, — x| <e¢
Entonces, si n > m tenemos, por el lema anterior, o(n) > n > m y por tanto
|yn - x| = |xa(n) - x| <€

lo que prueba que {y,} — x como queriamos demostrar.

Obsérvese que si {x, } es una sucesion convergente de nameros reales, el hecho de que una suce-
sion parcial suya, {x,(,) }, converja se expresa de la siguiente forma:

Ve>0,dmeN : n2m= |x,,) — x| <e
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Corolario.
Si una sucesioén de ntimeros reales admite dos sucesiones parciales convergentes a limites distin-
tos, dicha sucesién no es convergente.

El corolario anterior (cuya demostraciéon es inmediata) es ttil a la hora de probar que una su-
cesion no es convergente. Por ejemplo, la sucesion {x,} = {(—1)"} no es convergente porque
admite dos sucesiones parciales convergentes a limites distintos: por un lado, la sucesién parcial

{x2,} = {(—=1)*"} = {1} — 1, y por otro, la parcial {x, 1} = {(=1)>""!} = {-1} — —1.

Enunciamos a continuacién cuatro propiedades en las que aparecen sucesiones parciales cuya
demostracién se deja como ejercicio para el lector.

1. Sea {x,} una sucesion de numeros reales tal que n # m = x, # X, y sean p y g dos name-
ros naturales. Probar que {x,, } es una sucesion parcial de {x,, } siy sélo si p es multiplo de
q.

Solucion.

Observemos en primer lugar que {xy,} y {x4:} son sucesiones parciales de {x;,}. Es decir,
existen aplicaciones estrictamente crecientes 07,0, : N — IN definidas por y(n) = pn,
o2(n) =qn,¥n € N, tales que {xpn} = {5, ()} ¥ {Xgn} = {X0y(m) }-

=) Si suponemos que {x,,} es una sucesién parcial de {x;,} es porque existe una aplica-
cion estrictamente creciente ¢ : Im 0p — IN, definida por o (03 (n)) = o(qn) = pn. Pero o(qn)
es natural, luego ha de existir k € IN tal que o(qn) = kqn = pn, conlo que kg = py p es
multiplo de g.

<) Si p es multiplo de g, 3k € IN tal que p = kg, con lo que pn = kqn,Vn € N, es decir,
o1(n) = kop(n),¥n € N.Sea o : N — N definida por o(n) = kn,Vn € IN. ¢ es con clari-
dad estrictamente creciente y ademds 01(n) = c(02(n)), con lo que {xpn} = {x,,(s)} €s una

parcial de {xg:} = {xg,(n) }-

2. Sea {x,} una sucesién de nameros reales y x un nimero real. Probar que si {x,} — xy
{x2,11} — x, entonces {x,} — x. Inténtese dar un enunciado més general de este tipo.
Solucion.

Como {x7,} — x tenemos que Ve > 0,3p € N : 2n < p = |x2, — x| < &. De igual modo,
como {xp, 11} = x,Ve>0,3geN : 2n+1<g= |xp-1 — x| <&

Seae > 0.Sinespar, Ik € N : n =2k = |x, — x| = |xx — x| < ¢, siempre que n < p.
Ahora bien, si n es impar, 3r € N : n = 2r+1 = |x, — x| = |xp41 — x| < & Tomando
m = max{p, q} se tiene que sin > m = |x, — x| < ey, por tanto, {x,} — x.

El enunciado general es que si {xgi(n) }izllo'.,p, es una coleccién de parciales convergentes a
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p
un niimero real x y ademés | J Img; = IN, entonces {x,} — x.
i=1
3. Sea {x,} una sucesion de ntimeros reales, p un nimero natural, y definamos una sucesién
de ntimeros reales {z,} en la forma z, = x,4,Vn € N ({z,} = {x44p}; nétese que {z,}
es una sucesion parcial de {x, }). Probar que {x,} es convergente si y sélo si los es {z,,}, en
cuyo caso lim x, = lim z,, = lim x;,4p.
Solucién.
=) Toda sucesion parcial de una sucesion convergente es convergente y tiene el mismo
limites. Por tanto, {z, } es convergente y lim x,, = limz, = lim x,, { p.
<) Dado e > 0, porser {z,} — x,3m; € N : n > my = |z, — x| = |xy1p — x| < & Sea
m=my+p.Sin>m=m +p=n—p=my,yentonces |z, p, — x| = |x, — x| < &. Por
tanto, {x, } es convergentey {x,} — x.

4. Sea {x,} e {yn} dos sucesiones de nimeros reales. Supongamos que existe un natural p tal
que paran € N, n > p se tiene x, = y,. Probar que {x,} es convergente si y solo si lo es
{yn}, en cuyo caso se tiene lim x,, = limy,. (El cardcter de convergencia de una sucesién
y su limite cuando exista, no se alteran si se modifica arbitrariamente un conjunto finito de
términos de la sucesion).

Solucion.

Si suponemos que {x,} es convergente, dadoe > 0, I3ng € N : n > ng = |x, — x| < .
Tomemos ahora m = max{p,no}.Sin > m = |x, — x| = |y, — x| < e. Por tanto, {y,}
es convergente y tiene el mismo limite que {x,}. De igual forma, y por simetria, si {y,} es

convergente también lo es {x, } y converge al mismo limite.

Sucesiones mondétonas
Definicién 2.
Diremos que una sucesién {x,} de nimeros reales es creciente si x, < x,4+1 para todo natural

n. Diremos que x, es decreciente si x, > x,11 para todo natural n. Diremos que una sucesién de
numeros reales el mondtona si es creciente o decreciente.

Es facil comprobar por induccién que si {x,} es una sucesién de nimeros reales creciente (res-

pectivamente, decreciente), se tiene:
n,meWN, n<m= x, < xy (respectivamente, x, > x,)

Es conveniente hacer notar que existen sucesiones que son a la vez crecientes o decrecientes (a
saber, las constantes) y que existen sucesiones que no son crecientes ni decreciente, es decir, que
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no son monoétonas (por ejemplo la sucesion {(—1)"}).

Sabemos que toda toda sucesién de niimeros reales convergente es acotada (ver la Proposicién 1
del articulo “Sucesiones acotadas. Propiedades de las sucesiones convergentes”). Sin embargo, el
reciproco no es cierto en general (tdmese como ejemplo, otra vez, la sucesion {(—1)"}). A conti-
nuacion probaremos que el reciproco si que es cierto para sucesiones monétonas. La demostracion

de este importante resultado vuelve a hacer uso del axioma del supremo.

Teorema 1.

Toda sucesién de ntimeros reales monétona y acotada es convergente.

Demostracion.

Sea {x,} una sucesién de niimeros reales creciente y mayorada; sea x = sup{x, : n € IN}. Dado
¢ > 0, x — e no puede ser un mayorante del conjunto {x, : n € IN} y por tanto existe un ntiimero
natural m tal que x — ¢ < x,,,. Entonces, para n > m tenemos

X—e< XS XS x<x+e

de donde |x, — x| < ¢. Esto demuestra que {x,} es convergente y hemos obtenido ademas que
lim x,, = sup{x, : n € N}.

Si {x, } es decreciente y minorada, entonces { —x, } es creciente y mayorada (;sabrias explicar por
qué?), luego convergente, con lo que {x, } es convergente y se tiene ademas

limx, = —lim(—x,) = —sup{—x, : n € N} =inf{x, : n € N}

La importancia del resultado anterior radica en que se usa en la demostracion del siguiente teo-
rema, el teorema de Bolzano-Weierstrass, segtin el cual toda sucesiéon de ntimeros reales acotada
admite una sucesiéon parcial convergente. En dicha demostraciéon también se usa otro resultado,
que enunciaremos en forma de lema.

Lema 2.

Toda sucesion de ntimeros reales admite una sucesién parcial monétona.

Demostracion.

Esta demostracion hace uso de un concepto muy especial que nos ayudara a construir la sucesion
parcial que se afirma en el enunciado del lema. Llamemos “punto cumbre” de una sucesién {x, }
a un namero natural » tal que x;,, < x;, para todo m > n. Para hacerse una idea de lo que es un
punto cumbre podemos observar la siguiente figura donde se ha representando una sucesién con
once términos y en la que 2 y 6 son puntos cumbre.

5
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Ahora distinguiremos dos casos.

Caso 1. La sucesidn tiene infinitos puntos cumbre. En este caso, si n; < np < n3 < ... son los puntos
cumbre, entonces x,, > Xj, > Xy, > ..., de modo que {x;, } es la sucesion parcial (decreciente)
deseada.

Caso 2. La sucesion tiene solamente un niimero finito de puntos cumbre. En este caso, sea 11 mayor
que todos los puntos cumbre. Puesto que 71 no es punto cumbre, existe algin n, > n; tal que
Xn, = Xp,. Puesto que 1 no es punto cumbre (es mayor que 7y, y por lo tanto mayor que todos
los puntos cumbre) existe algtin n3 > ny tal que x,,; > ay,. Continuando de esta forma obtenemos
la sucesioén parcial {x,, } deseada (en este caso creciente).

Teorema 2 (Bolzano-Weierstrass).

Toda sucesion de ntiimeros reales acotada admite una sucesién parcial convergente.
Demostracion.

Sea {x, } una sucesi6n de nimeros reales acotada, sea {x,(,) } una sucesién parcial de {x, } moné-
tona, que existe por el lema anterior. Como {x,,)} estd también acotada el Teorema 1 nos asegura
que {x,(,)} es convergente.

Proponemos a continuacioén una pequefia coleccién de ejercicios. Intentar hacerlos usando todo lo
que hasta ahora se conoce sobre las sucesiones es una tarea fundamental para alguien que quiera

acercarse a las matematicas superiores sin temor de perderse nada posterior.

1. Probar que toda sucesion de ntimeros reales mondétona, que admita una sucesién parcial
convergente, es convergente.
Solucion.
Sea {x,} monétona. Supongamos que es creciente: x, < X,41,Vn € IN. Sea {x,(,} la
parcial de {x, } convergente. Demostraremos que {x, } es convergente por reduccién al ab-

6


http://lasmatematicas.eu

Matemdticas IT Pedro Castro Ortega
Ms sobre limites de sucesiones. Sucesiones parciales. Sucesiones mondtonas. lasmatematicas.eu

surdo. Si {x,} no fuera convergente entonces, como es creciente, no estaria mayorada, es
decir, VM > 0,3m € IN : x,, > M. Puesto que c(n) > n,Vn € IN, entonces o(m) > m
y por ser {x,} creciente se tiene x,(,,) = xm > M, y esto sea quien sea M € RY, lo que
demuestra que {x,(,) } no estd mayorada. Esto contradice que {x,(,} sea convergente. Por
tanto, la sucesion {x, } deber ser convergente.

2. Dar un ejemplo de una sucesién de nameros reales positivos, convergente a cero, que no sea
monotona.
Solucion.
Sea {x,} la sucesion de nimeros reales definida de la siguiente forma:

si n=2%k
si n=2k—1

Xy =

SN I

donde k es un namero natural. Es claro que {x,} — 0, pero {x,} no es monétona pues, por

ejemplo,x1:2>x2:%yx2:%<x3:%_

3. Dar un ejemplo de una sucesién de niimeros reales, no acotada, que admita una sucesion
parcial convergente.
Solucion.
Sea la sucesion {x, } definida del siguiente modo:

si n=2%k
si n=2k—1

Xy =

-

donde k es un namero natural. {x, } no estd mayorada pues dado un namero real y positivo
M cualquiera, sea k = E(M) + 1 y m = 2k. Entonces

xm=m=2k=2(EM)+1) >2M > M

Pero la parcial dada por la aplicaciéon ¢ : N — IN definida por o(n) = 2n —1,Vn € IN:

{xem } = {x2n-1} = {1}, converge a cero.

4. Probar que si x es un nimero real con |x| < 1, entonces la sucesién {x"} converge a cero,
mientras que si |x| > 1 dicha sucesién no estd acotada.
Solucién.
Supongamos en primer lugar que |x| < 1.Si x = 0, tenemos {x,} = {0} — 0.5i0 < |x| < 1
ymmn € N,n < m <& |x|" > |x|™y entonces {|x|"} es decreciente. Ademds, como 0 <
|x|",Vn € N, {|x|"} estd acotada inferiormente por cero. Asi pues {|x|"} es convergente.

7
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Sea L = lim |x|". Como |x|"*! = |x|" - |x|, entonces lim |x|**! = |x| - lim|x|", es decir,
L = |x|L = L(1 — |x|) = 0. Como |x| < 1, entonces 1 — |x| # 0 con lo que L = 0. De este
modo {|x|"} — 0= {|x"|} — 0y, por tanto, {x,} — 0.

Por otro lado, si |x| > 1, entonces |1| < 1 = {()"} = {} — 0. De aqui deducimos que
{x"} no esta acotada y, por tanto, tampoco es convergente.

5. Probar que si |x| < 1, entonces la sucesién {1 + x + x> + - - - + x"'} converge a 7 (Utili-

pR— x.
cese que (x —1)(1+ x4+ x%+ ...+ x") = x"*! — 1, para todo natural ).

Solucién.

La igualdad (x — 1)(1 + x4+ x%> + ... + x") = x"*! — 1, para todo natural n) se puede de-

mostrar con facilidad por induccién. Utilizando esta igualdad se tiene
Hm((x —1)(1+x+x*+...+x") =lim(x"" - 1) =

lim(x" 1 — 1)
x—1

= lm(14+x+x2+... +x") =

Como |x| < 1, entonces {x, } — 0 (ejercicio anterior) y por tanto,

—1 1
lim(1 2442 = =
m(1+x+x"+...+x") poe Tl

tal y como queriamos demostrar.

6. Estudiar la convergencia de las siguientes sucesiones:
{ n } _ 2" +n
20) 7 3" —n

Estudiemos en primer lugar la convergencia de la sucesion {15 }.

Solucion.

Observemos que, para todo n € IN:

n+1 n _n+l
n>1:>2n>n+1:>n>T:>2—n>W
Lo anterior demuestra que la sucesion {55 } es decreciente.
Demostremos ahora por induccién que 2" < 2! — 1. El resultado es cierto para n = 1 pues

claramente 2 < 3. Supongamos el resultado cierto para n y demostrémoslo para n + 1:

2n+1:2n_2<(2n+1_1).2:)2n+2_2<2n+2_2+1:2n+2_1
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Por el principio de induccién 2" < 2" —1,Vn € IN.
Demostremos ahora, también por induccién, que n < 2". Claramente el resultado es cierto
paran = 1, pues 1 < 2. Supongamos el resultado cierto para n y demostrémoslo para n + 1:

n+1<2"4+1 <2l 141 =2n!

donde se ha usado la desigualdad demostrada anteriormente. Por el principio de induccién
n <2",¥n € N. Entonces 0 < 57 < 1,Vn € N, lo que demuestra que la sucesién {55 } esta
acotada.

Hemos demostrado que la sucesién {4 } es decreciente y acotada (en particular minorada
por cero). Ademads, inf{; : n € IN} = 0, lo que demuestra que {5} — 0.

. . ., n
Estudiemos ahora la convergencia de la sucesion {%nfz .

Descompongamos la sucesién en suma de otras dos: {%ZJ_“Z = {3,:”} + {375, }. Ambas
estdn acotadas inferiormente por cero pues es facilmente demostrable por induccién que
3" > n. Demostraremos ahora que ambas son decrecientes.
Es claro que, dadon € IN, 1 < 3" 4 n. Entonces:
0<3"+n-1=2-3"-2n<3-3"-n—-1=
on+l on
<
3t —(n+1) 3"—n

.y n .
Esto ocurre Vn € IN, lo que demuestra que la sucesién {3,,2—41} es decreciente.

= 2" @ ) < 23" - 1) =

Por otro lado, es claro que, sea quien sea el nimero natural n, n + 1 < 3n. Entonces:

3"(n+1) <3 3n=3n+3"<3""n=3n4+3"-n>—n<3Mn—n*—n=
n+1 n

3l — (n+1) <3 g

Como lo anterior ocurre V1 € IN, hemos demostrado que la sucesion {

= @3"-n)(n+1)<nB3"+1-n—-1) =

} es decreciente.

n
3"—n

.z n ., . ’, . .
Por tanto, la sucesién %nfz es una sucesion decreciente de nimeros reales positivos acotada

. . n
inferiormente por cero, con lo que {32} — 0.

Podriamos haber demostrado que {%Z—fﬁ} — 0 también del siguiente modo:

2"+ n (%)H—F%
3n—nf) | 1-4%

Esta tltima sucesion converge a cero porque {4;} — 0 (resultado que se puede demostrar
précticamente igual a como se demostr6 en el punto anterior que {5z} — 0), y porque
también {()"} — 0, pues 0 < 3 < 1.
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7. Sea a un ntiimero real y positivo y definamos

X
Xy =a ; xn+1:1+”x ,VneN
n

Probar que la sucesion {x, } converge a cero.
Solucion.
Veamos en primer lugar que {x,} es creciente. Por un lado tenemos:

xn xn - xn - x% —X%
Xnt1 — Xn = = =
1+ x, 1+ x, 1+ x,
Probemos ahora por induccién que x, > 0,Vn € IN. x; = a > 0, pues a es un namero real
P . , . _ X
positivo. Sea el resultado cierto para n y demostrémoslo para n 4 1: x,11 = 7% > 0, pues

por hipétesis de induccién x,, > 0. Asi, al ser x, > 0,V n € IN, se tiene que

_x%

1+ x,

<0,VneN=x,11—x,<0,VneN=x,,1 <x,,VnelN

Lo anterior demuestra que x, es decreciente. Ademds, como {x, } estd acotada inferiormente
por cero, {x,} es convergente. Calculemos su limite. Supongamos que x,, — x. Entonces:

Xn x 5
{xn41} {1+x”} Y =1 X+x-=x=x

8. Sea a un numero real positivo y consideremos la sucesion {x, } definida por:

1 a
xXy1=a ; xn+1:§<xn+x—) ,VnelN

n

Pruébese que {x, } es convergente y que su limite, x, verifica que x*

= a. (Se prueba asi que
todo niimero real positivo tiene una “raiz cuadrada” positiva).

Solucion.

Probemos por induccién que x, > 0,V n € IN. Por hipétesis, x; = a > 0. Supongamos que
xn > 0. Entonces claramente x,, 11 = % (xn + %) > 0. Esto demuestra que {x, } estd acotada

inferiormente por cero.

Veamos también por induccién que es decreciente. Probemos que x, > a,Vn € IN. Para

n = 1 es cierto si, y solo si, a > 1 pues x7 = a?

> a. Caso de que a < 1 decrecerd a
partir del segundo término. Vamos a comprobarlo. Supongamos el resultado cierto para n y

demostrémoslo para n 4 1:

2 1 a\? 1/, a®
a—xnﬂza—zL x”+x_ :a—z xn+x—2—|—2a =
n

n
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2 4 2 2 2 4 2 2 2
dax;, — xp, —a® —2ax;  2ax; —x,—a- _ —(x; —a)
2 - 2 o 2 <0
4xs 4z 4x5

Entonces a — x2 1 S0= x2 41 = ay, por tanto, queda demostrado que x2>a,Vn € N.
Asi:

1 a X2+a—2x2 a—x?
Xpg1 —Xn =5 | Xn+— | —xp = = .= + <0
nhl T ( " xn> " 2x2 2x2
precisamente porque x2 > a,Vn € IN. Esto demuestra que x,11 < x5,V n € N, con lo que

{x,} es decreciente.

Hemos demostrado que {x, } estd acotada inferiormente por cero y que es decreciente. Por
tanto, {x,} es convergente. Calculemos su limite. Supongamos que {x,} — x. Entonces,
COmo Xy 11 = % Xn + 5 ), se tiene que

1
x:E(x+g>:>2x2:x2+a:>x2:a:>x:\/5

En un préximo articulo, para finalizar todo lo relacionado con las sucesiones de ntimeros reales,
hablaremos sobre las sucesiones de Cauchy y enunciaremos el teorema de complitud de IR.
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