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Los numeros naturales.

Definicién y propiedades

Con la idea de abrir boca para empezar los estudios de matemadticas en bachillerato, en un ar-
ticulo anterior se hablaba sobre la introduccién al nimero real en la Secundaria Obligatoria. En
particular se definia el conjunto de los nimeros naturales, IN, como aquel formado por aquellos
numeros que surgen de manera natural por la necesidad que tiene el ser humano de contar. De
este modo:

N=1{1,2,3,4,5,...}

Veremos en este articulo como definir de manera rigurosa, desde el punto de vista puramente
matematico, el conjunto de los nimeros naturales. Veremos el concepto de conjunto inductivo y
demostraremos algunas propiedades de los naturales que, a primera vista, parecen evidentes. Asi
demostraremos, entre otras propiedades, que todo natural es mayor o igual que uno, que la suma
y el producto de naturales es otro nimero natural, que el opuesto de un natural no es natural y
que si m y n son nameros naturales decir que m — n es natural es lo mismo que decir que n < m.
Para ello haremos uso de otros dos articulos. Uno de ellos, en el que se hablaba sobre la estructura
de cuerpo del conjunto de los nimeros reales, y otro, en el que se culminaba el anterior, donde se
mostraba que el conjunto de los ntimeros reales tiene estructura de cuerpo ordenado conmutativo.

Por altimo, y antes de comenzar, decir que la fuente utilizada para escribir este articulo ha sido el
libro titulado Anélisis Matematico I, de Camilo Aparicio del Prado y Rafael Paya Albert (Univer-
sidad de Granada). Este fue el libro con el que un servidor comenz6 la andadura por este mundo
de las matematicas.

Conjuntos inductivos. Definicién del conjunto de los niimeros naturales

Intuitivamente el conjunto IN de los ntimeros naturales estd formado por 1 y todos los ntimeros
que se obtienen sumando 1 consigo mismo: 1,141,141 + 1,... El ejercicio resuelto ntimero 6 de
este articulo justifica que todos son distintos. En particular IN verificaque 1l € Ny quesin € IN
entonces 1 +1 € IN. IN debe ser el mas pequefio conjunto de ntimeros reales de este tipo.

Definicién.
Un subconjunto A de R se llamard inductivo si verifica que 1 € A y que si x € A entonces
x+1¢eA.
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Por ejemplo R y R™ son inductivos, mientras que R~ y IR* no lo son.

Se define el conjunto IN de los niimeros naturales como la interseccién de todos los subconjuntos
inductivos de R.

Es inmediato que IN es un conjunto inductivo. El hecho de que sea el més pequefio de todos los
subconjuntos inductivos de R se justifica a continuacién.

El principio de induccién

Teorema (principio de induccion).

Si A es un conjunto inductivo de ndmeros reales y A C IN, entonces A = IN.
Demostracion.

Por ser A inductivo se tiene N C A, luego A = IN.

La utilizacién usual del anterior teorema es la siguiente. Supongamos que para cada n natural se
tiene una cierta afirmacién P, y que se quiere demostrar que P, es cierta para todo natural n. Para
ello basta probar que P; es cierta y que de ser cierta P, se deduce que P, es cierta, Vi € IN.
En efecto, sea A = {n € IN : P, es cierta}, puesto que P; es cierta se tiene que 1 € A y como P,
es cierta implica que P, es cierta, si n € A se deduce que n+1 € A, luego A es inductivo y
como A C IN, concluimos por el teorema anterior que A = IN. Este razonamiento se conoce como
demostracién por induccion.

En el siguiente resultado se resumen las propiedades mds inmediatas de los niimeros naturales.

Corolario.

i) 1<nVneN.
ii) Si m y n son nimeros naturales, entonces m + n y mn también lo son.
ey o ., . 1
iii) Si n es un ntimero natural, —n no es natural. Si n es natural y — es natural, entonces n = 1.
n

Demostracion.

i) El conjunto {x € R : 1 < x} es inductivo, luego incluye a IN.

ii) Témese m un natural fijo, pero arbitrario y sean los conjuntos A = {n € N : m+n € IN},
B = {n € N : mn € IN}. Es muy ficil demostrar que A y B son inductivos (;te atreves?).
Por tanto A = Ny B = N, tal y como se queria demostrar.
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iii) Sin € IN se tiene por i) que 0 < 1 < 1, luego —n < 0y asi —n no es natural; también si

1
n # 1 se tiene que 1 < n, luego - < ly esun real no natural por i).

Mas propiedades del conjunto de los nimeros naturales

Lema.

Sine Nyn #1,entoncesn —1 € IN.

Demostracion.

Supongamos quen —1 ¢ Nysea A =IN —{n}. Comon # 1setienequel € A.Six € A se tiene
que x € IN, luego x +1 € IN (IN es inductivo); ademds como hemos supuesto que n — 1 ¢ N,
se tiene también que x +1 # n (;por qué?). Asi x +1 € A, y hemos demostrado que A es un
conjunto inductivo. Se tiene entonces A = IN lo cual es absurdo pues 1 es natural y no pertenece
a A. Por tanto n — 1 € IN como queriamos demostrar.

Proposicion.
Dados dos ntimeros naturales m y n se tiene:

n<m<sm-—neN

Demostracion.

=)Sea A ={neN:m—n € N,Vn € N,n < m}. Por el lema anterior se tiene que 1 € A.
Queremos probar que sin € A, entoncesn +1 € A.Sean € Ay sea m un natural verificando
n+1 < m; al ser n < m, deducimos por la hipétesis de induccién que m —n € IN. Si fuese
m—n = 1,serfan+1 = m y hemos supuesto n +1 < m; asi m — n es un namero natural dis-
tinto de 1 y aplicando el lema anterior obtenemos que m — (n+1) = (m —n) —1 € N, es decir,
n+1 € A. Hemos probado que A es inductivo, luego A = IN. Queda asi probado que si m y n
son dos naturales cualesquiera verificando n < m, entonces m —n € IN.

<) Sim —n € N es natural, tenemos que m — n > 1 de donde se deduce m > n.

La proposicion anterior es una caracterizacion algebraica del orden de los naturales.

Corolario.

Sim y n son nimeros naturales verificando n < m, entonces n +1 < m.
Demostracion.

Por la proposicion anterior m — n es un ntimero natural, luego mayor o igual que 1.
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El corolario anterior afirma que si 7 es un namero natural, no existe ningtin ntimero natural com-
prendido estrictamente entre n y n + 1. Esta propiedad se enuncia a veces diciendo que el orden
de N es discreto.

Finalmente obtendremos un resultado de extraordinaria importancia relativo a los conjuntos de

nimeros naturales; para poder enunciarlo necesitamos introducir un nuevo concepto.

Principio de la buena ordenacion de los naturales

Definicién.

Se dice que un conjunto A de ntimeros reales tiene mdximo si existe un namero real x € A tal que
x = a,Va € A. Es inmediato que el elemento x es tinico, se denomina maximo del conjunto A y
se nota max A. Analogamente, diremos que A tiene minimo si existe un nimero real y € A tal que
y < a,Va € A.Esigualmente inmediato que y es tinico, se le llama minimo de A y se le nota min A.

Resaltamos que un conjunto de nameros reales puede no tener ni maximo ni minimo. El siguiente

resultado asegura la existencia de minimo en determinadas circunstancias.

Teorema.

Todo conjunto no vacio de ntimeros naturales tiene minimo.

Demostracion.

Sea A C NN, A no vacio. Si1 € A no hay nada que demostrar pues entonces 1 = min A (ver
apartado i) del primer corolario de este articulo). Supongamos que 1 ¢ AyseaB={n € N:n <
a,Ya € A}. Claramente 1 € B. Si B fuese inductivo, seria B = IN y como consecuencia A seria
vacio, luego B no es inductivo y por tanto 3n € B tal que n +1 ¢ B. Por el corolario anterior se
tienen +1 < a,Va € Aycomon+1 € A, pues en otro caso n + 1 perteneceria a B, concluimos
que n +1 = min A.

Por ultimo vamos a definir y a obtener las propiedades bésicas de las potencias de exponente
natural.

Definicién.
Para todo ntimero real x se definen las potencias de exponente natural de x de la siguiente manera:
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En otras palabras: x! = x, x> = xx, x> = x%x y asf “sucesivamente”.

La siguiente proposicion resume las propiedades esenciales.

Proposicion.
i) x"M = x"x™ ¥Ym,n € N.
i) (x™)" =x"" ¥Vm,n € N.
iii) Sil < xym,n € N, entoncesn < m & x" < x™.
Demostracion.

i) Seam € Nysea A = {n € N : x™" = x"x"}. Por definicién de potencia de exponente
natural se tiene 1 € A.Sin € A se tiene x™ "1 = x" 1y = (xMx")x = x"(x"x) = x"x" L,

Asi, A es inductivo, luego A = IN como queriamos demostrar.
ii) Similar a i).

iii) Sea1 < x. Como el conjunto B = {n € N : 1 < x"} es inductivo, tenemos que 1 < x",Vn €
IN.Sin < m,sabemos quem —n € N y por tanto 1 < x"7", luego x" < x™. Reciprocamente,
supongamos que x" < x" y que m < n; entonces por lo ya demostrado x” < x", lo cual es
una contradiccién.
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