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Matrices

Primeras definiciones

Una matriz es un conjunto de elementos (ntimeros) ordenado en filas y columnas. En general una
matriz se nombra con una letra maytscula y a sus elementos con letras mintisculas indicando en
subindices la fila y la columna que ocupan.

a1 dip  a13 ... a1y
A= a1 dpp a3z ... Aoy o i= 1,2,...,1’}1
= = (aj) 1.
......................... ] — 1, 2/ ..., N
am]_ Elmz Elmg ..... amn

La matriz anterior tiene m filas y n columnas. Se suele decir que es de orden o dimensién m x 7 .
Los elementos 4;; son nimeros reales a4;; € R. El primer subindice, i, indica la fila y el segundo, j,
indica la columna que ocupa el término a;;.

Dos matrices son iguales cuando son del mismo orden y coinciden término a término. O sea, si
A= (aj), . yB= (b)),  , entonces

A =B <& aj =b;,Vi=1,.,m;¥Vj=1,..,n

ij s

Dada una matriz A = (a;;) - se llama traspuesta de A, a otra matriz que denotaremos por Al

mX
y que se obtiene al cambiar en A las filas por las columnas y las columnas por las filas. Es decir,

Al = (aj;), . Por ejemplo:

nxm
1 -5 0
1 -2 0 3 s 4 2
A=| -5 4 6 -7 |=A= 0 6 1
0o 2 -1 —4
3 -7 —4

Obsérvese que, sea quién sea la matriz A, siempre se cumple que (Af)! = A.

Una matriz es cuadrada si tiene tantas filas como columnas. En este caso, en vez de decir que es
de orden n x n, diremos que es de orden n. Dada una matriz cuadrada A de orden 7, se llama
diagonal principal de la matriz A a los elementos 411, a2, ..., aux.

Una matriz cuadrada A es simétrica si coincide con su traspuesta, es decir, si A = A’. Por ejemplo,

la matriz
1 -7 6
C= -7 4 3
6 3 -2
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es simétrica pues C = C'. En este caso, ademés, los elementos de la diagonal principal son 1, 4,
—2.

Una matriz cuadrada recibe el nombre de matriz triangular si los elementos situados por enci-
ma o por debajo de los que ocupan la diagonal principal son nulos. Por ejemplo, son matrices

triangulares
1 2 -3 6 8 0 0 0
0 -4 1 0 ' 7 —6 0 0
0o 0 2 —-51]7 5 -3 2 0
0 0 0 -1 -4 3 21

Una matriz cuadrada se dice que es diagonal si los tinicos elementos no nulos que puede tener
son los de la diagonal principal. Por ejemplo, la matriz

1 0 O
0 -2 0
0 0 4

es diagonal.

Operaciones con matrices

Hay tres operaciones bésicas con matrices: producto de un ntimero real por una matriz, suma de
matrices y producto de matrices. Veremos con detenimiento cada una de ellas, pues no es posible
sumar o multiplicar dos matrices cualesquiera.

Producto de un ntimero por una matriz

Para multiplicar un ntimero real k por una matriz A = (a; ]-) ,» se multiplica el numero k por

mX

todos y cada uno de los términos de la matriz A: kA = (ka;;) . Por ejemplo:

mX
1 -1 2 -3 3 -6
A=\ 8 -7 -3 |=-3A=| -24 21 9
4 5 -9 -12 -15 27

Suma de matrices

Para que dos matrices A y B puedan sumarse, es necesario que sean del mismo orden. En este
caso, la suma se efecttia término a término: dadas A = (a;;) n Y B = (b; f)mxn' entonces A+ B =
(aij +by), .. Por ejemplo:

1 -3 — —
A 3 -5 B— 4 5 -3 N
-2 4 6 1 8 =5
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AiB- 1 -3 -5 N 45 -3\ (5 2 -8
-2 4 6 18 -5/ \ -1 12 1

Producto de una matriz fila por una matriz columna

Ni que decir tiene que una matriz fila es la formada por una sola fila y una matriz columna es la
formada por una sola columna. Una matriz fila se puede multiplicar por una matriz columna si
ambas tienen el mismo ntiimero de términos. Es decir si

b1y
bo
A= (alj)lxn = < aip 412 ... A1p ) » B=(bin)uq =
bnl
el producto de ambas es
b1y
b -
AB = ( a1 a1 ... a1y > = allbll + a12b21 S + alnbnl = Zalibﬂ
“ee 1:1
bnl

Obsérvese que el resultado de multiplicar una matriz fila por una matriz columna es un nimero
real. Por ejemplo:

—4
—2
A=(1-235),B=| _|=
7
—4
-2
:>AB:<1 2 3 5) 5 | F TN () ()43 (-5) 457 = —44+4-15435 =20
7

Producto de matrices

Para que dos matrices puedan multiplicarse es necesario que el nimero de columnas de la pri-
mera coincida con el nimero de filas de la segunda. Concretamente, dadas A = (a,-k)mxp y
B = (bkj)pxn (observa que el nimero de columnas de la primera coincide con el nimero de

filas de la segunda), se define el producto de A por B, de la siguiente forma:A-B = C = (cij)

mxn’
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donde ¢;; es el producto de la fila i por la columna j, tal y como se vio en el apartado anterior:

blj
byi p
Cij = ( ap ap ... Aip > / = aﬂbl]- + aizsz + ... + Elipbp]' = 2 aikbkj
cee k:1
b

pi
La matriz producto C tiene tantas filas como la matriz A (m) y tantas columnas como la matriz B

().

Un ejemplo ilustrard muy bien la definicién de producto de matrices. Sean

1 -3

2 30 1 5 o
A=| 3 —42 -1 |,B=

0 1 6 2 6 —2

1 2

El producto A - B puede realizarse porque la matriz A tiene tantas columnas como filas tiene la
matriz B (4). Entonces:

1 —
-2 -3 0 1 5 03
A-B= 3 -4 2 -1 |- =
6 -2
0 1 6 2
-1 2

—2-14(-3)-540-64+1-(-1) —-2-(-3)+(-3):-0+0-(-2)+1-2
= 3-1+(-4)-5+2-64+(=1)-(=1) 3-(=3)+(-4)-0+2-(=2)+(-1)-2 | =

0-14+1-5+6-6+2-(—1) 0-(=3)4+1-046-(=2)+2-2
~18 8
= -4 -15
39 -8

Observa que la matriz producto es de orden 3 x 2.

Propiedades de las operaciones con matrices

Denotaremos por M, al conjunto formado por todas las matrices de orden m x n. La estructura
de este conjunto depende de las propiedades de las operaciones con matrices.

Propiedades del producto de ntimeros por matrices

Sia,b € Ry A, B € My,«n, se cumplen las siguientes propiedades.

1. Asociativa: a (bA) = (ab) A
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2. Distributival: (a +b) A = aA + DA
3. Distributivall: a (A+ B) =aA +aB
4. Producto por el nimero 1: 1A = A

Propiedades de la suma de matrices
Sean A, B,C € M;x,. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1. Asociativa: (A+B)+C=A+ (B+C)
2. Conmutativa: A+ B=B+ A

3. Elemento neutro: la matriz Oy, x5, cuyos elementos son todos 0, sumada con cualquier otra
matriz de orden m x n,la deja igual, esdecir A+ O=0+A=A

4. Elemento opuesto: la opuesta de la matriz A es otra matriz del mismo orden, —A, cuyos
elementos son los opuestos de los elementos de la matriz A, es decir, si A = (al-]-) entonces
—A = (—ajj). En este caso se cumple que A+ (-A) = A-A=0;-A+A=0,yaque
(i) + (—aij) = (a;j — ;) = (0) = O
Propiedades del producto de matrices

1. Asociativa: (Amxn . anp) ~Cpxq = Auxn- (anp . Cpxq)

2. El producto de matrices no es conmutativo, es decir, en general el producto A - B no es igual
al producto B - A (siempre que ambos productos puedan hacerse) A- B # B - A.

Propiedades distributivas
Si A, B, C, D son matrices cuyas dimensiones permiten efectuar las operaciones que se indican,
se cumplen las siguientes propiedades:

1.A-(B+C)=A-B+A-C
2. (B+C)-D=B-D+C-D

Matrices cuadradas

Designaremos por M, al conjunto de las matrices cuadradas de orden n. Ademds de poder su-
marse y multiplicarse por nimeros, pueden claramente multiplicarse entre si (si multiplicamos
dos matrices de orden n el resultado es otra matriz de orden n). Estas operaciones cumplen todas
las propiedades estudiadas hasta ahora. Pero el conjunto M, tiene algunas otras peculiaridades.
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Matriz identidad o matriz unidad
La matriz identidad o matriz unidad es una matriz diagonal en la que los elementos de la diagonal
principal son todos {inos". Se denota por I. Por tanto la matriz identidad de orden n seré

1 0 0 .. O
01 0 .. 0
=10 0 1 .. 0
0 0 0 .. 1

nxn

Dada una matriz A € M, se cumpleque A- I, = I,- A = A.En generalseescribe A- [ =1-A =
A, suponiendo que A e I son matrices cuadradas del mismo orden. Es esta razén por la que a I se
le llama matriz identidad o unidad. Es el elemento neutro para el producto de matrices, como el
1 en el producto de ntimeros reales.

Matriz inversa

Dada una matriz A € /\/l\, se llama matriz inversa de A, a otra matriz A~! € ./\/l\, cumpliendo
que A - A 1=T1,A"1. A =1 Obsérvese que si la matriz A tiene inversa A~1 entonces al multi-
plicarlas si que se cumple la propiedad conmutativa y el resultado es la matriz identidad. Puede
comprobarse con facilidad, realizando el producto de ambas, que las dos siguientes matrices son
inversas una de la otra.

0 -2 1
AT = 2 1 -2

1
A=10
1 -1 0 1

N — N
=~ N W

Célculo de la inversa de una matriz por el método de Gauss Para hallar la inversa, A~1 de una
matriz A, impondremos a la matriz identidad I los mismos cambios a los que hay que someter a
la matriz A para obtener la matriz identidad.

En la préctica, se coloca la matriz A, y a su derecha, la matriz I. Se realizan las transformaciones
necesarias para que A se transforme en I. Como consecuencia, la matriz que se obtiene a la dere-
cha de I es A~!. Todas las transformaciones que se realicen seran idénticas a las que utilizamos
para resolver un sistema de ecuaciones por el método de Gauss. Si, al final del proceso, en la parte
de la izquierda aparece una fila de ceros, entonces la matriz A no tiene inversa.

Calculemos por este método, por ejemplo, la matriz inversa de la matriz

1
A=|1
2

SN =
S = W
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113100 1 1 3 1 00 11 3 1 00
121010 — o0 1 -2 —-110 — 01 -2 -1 10 —

2 000 01 0 -2 -6 -2 01 00 —-10 -4 2 1
10 10 0 -2 6 3 10 O 0 0 0 5
— 0O -5 0 1 -3 1 — 0O -5 0 1 -3 1
o 0 —-10 -4 2 1 O 0 -10 -4 2 1

Como se puede apreciar se han realizado cuatro transformaciones. Si a las filas de la matriz las

llamamos f1, f» y f3, las transformaciones realizadas son las siguientes:
* h-hyfs—2h
* f3+2f
o —5fr+ f3y10f; +3f3
* fit+2f

Finalmente dividimos la primera fila entre 10, la segunda entre —5 y la tercera entre —10, obte-
niendo:

100 0 0 3
010 -4 3 -l
001 3 -1
Por tanto la inversa de A es:
1
0 0 5
Al | 1 3 1
5 5 5
2 _1 _ 1
5 5 10

Forma matricial de un sistema de ecuaciones Todo sistema de ecuaciones lleva asociado tres ma-
trices: la de los coeficientes, A, la de las incognitas, X, y la de los términos independientes, que
llamaremos C. Por ejemplo, el sistema

2x -3y +z=1
X+y—2z=-2
—3x—y+3z=2
lleva asociadas las matrices
2 -3 1 X 1
A= 1 1 2|, X=ly|.,C= -2
-3 -1 3 z -2
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Por tanto el sistema se puede expresar matricialmente de la forma:

2 -3 1 X 1
1 1 2|y |=] -2
3 -1 3 z -2

es decir, A- X = C. Si la matriz A tuviera inversa, A~!, podrfamos despejar X del siguiente
modo: multiplicamos por la izquierda los dos miembros de la igualdad A - X = C por A~
A7l (A-X) = A7'. C. Aplicando la propiedad asociativa (A~!-A) - X = A~!.C. Entonces
[-X=A"1-C, conloqueseobtiene X = A~!-C.

Si quieres puedes hacer la experiencia con el sistema anterior. Si todo va bien al calcular la matriz
incégnita X debes obtener

Esdecirx=1,y=1,z=2.
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