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Matematicas II - Junio 2010 - Propuesta A

PROPUESTA A. EJERCICIO 1

Enunciado:
a) Enuncia el teorema de Bolzano.

b) ¢Se puede aplicar dicho teorema a la funcién f ()= en algun intervalo?

1+ %2

c) Demuestra que la funciéon f (X) anteriory @ (X) =2X—1 se cortan en al menos un punto.
Solucion:

a) Si f esuna funcién continua en un intervalo [a, b] y signo f (a);«tsignof (b), entonces existe un nimero

real C perteneciente al intervalo (a, b) tal que f (C) =0.

b) Como x*>0 VxelR, entonces 1+x* >0 VxeR, con lo que >0 VXxelR. Esto quiere decir que

1+ x°

f (X) >0 VxeR,yentonces nunca existiran nimeros @, b € R que cumplan que signo f (a) #signo f (b)

en ningun intervalo.

Por tanto, no se puede aplicar el teorema de Bolzano a la funcién f (X) = 5

1+ X

) Sea h(x)=f(x)—g(x)

:1 5 —(2X—1). Esta funcion estd definida y es continua en todo R . Ademas
+ X

h(O) =2y h(l) = —%, es decir Signo h(O) #signo h(l) . Aplicando el teorema de Bolzano, existe un nimero

real Ce(O, 1) tal que h(C)zO, es decir, f(C)—g(C)=O© f (C):g(c), con lo que f(X) y g(X) se
cortan en el punto C € (O, 1).

PROPUESTA A. EJERCICIO 2

Enunciado:

Calcula las siguientes integrales:
a) Representa graficamente las parabolas f (X) =x*-3x-1y g (X) =—X>+X+5.
b) Calcula el drea del recinto limitado por ambas graficas.

Solucion:
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a)

“

b) Segun las gréficas anteriores, parece que f y g se cortan en los puntos. Veamoslo:

—1
f(X):g(X)C>X2—3X—1=—X2+X+5<:>2X2—4X—6=0<:>X2—2X—3=0<:>{X1 3
X, =

Entonces el area del recinto limitado por ambas graficas es:
3 3 3
x)— f (x dx=I —x? +x+5)—(x*-3x-1 dx:I

[ (900-1(0)ax=] ((+x5)~(x*-3x-1)

-1

x* X ’
(-2X* +4x+6)=| 2—+4+6x | =
3 2 .
3
{—%x3+2x2+6x} =(—18+18+18)—(§+2—6)=18—(—%)=% uds’
-1

PROPUESTA A. EJERCICIO 3

Enunciado:

a) Clasifica en funcién del parametro K € R el sistema de ecuaciones

kx+y+z=Kk
X+ky+z=k
X+y+kz=Kk

b) Resuélvelo, si es posible, para k =1.

Solucion:

N

k 1
a) Sea A la matriz de los coeficientes A=| 1 1 |. Calculemos su determinante:
1 k
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k 1 1

|A|= 1 k 1 :(k3+1+1)—(k+k+k):k3—3k+2. Factorizando el polinomio k®—3k+2, se tiene
1 1 k

|Al = k3—3k+2:(k+2)(k—1)2. Por tanto |A| :0<:>{:z i;z,vde aqui:

o Sikz#-2yk=#l1,

Al=0= rango A=3.

2 11
e Sik=2,elrangonoes 3 pues |A| =0. En este caso, lamatriz A quedadelaforma A={1 2 1|y
1 1 2
rango A= 2, pues hay al menos un menor de orden 2 distinto de cero [ i ;‘ =4-1= 3).
111
e Sik=1, A=[1 1 1]y entonces rango A=1 pues claramente todos los menores de orden 2 son
111
cero (las tres filas son iguales).
k 1 1 k
La matrizampliadaes B={1 k 1 Kk |.Entonces
1 1 k k

e Si k-2 y k#1, rangp A=rangoB=3=n (ndmero de incdgnitas). Entonces el sistema es
compatible determinado (solucién Unica).

e Si k=2, la matrizampliada B tiene rango 3, pues existe un menor de orden 3 distinto de cero (por
ejemplo el formado por las columnas primera, segunda y cuarta):

2 1 2
1 2 2/=(8+2+2)—(4+2+4)=12-10=2.
11 2

Entonces, si K =2, rango A=2 = 3=rango B y el sistema es incompatible (no tiene soluciones).

e Si k=1, claramente rango A=rangoB =1<3=n (ndmero de incégnitas), y el sistema es compatible
indeterminado (infinitas soluciones). Su grado de libertades g =n—-r=3-2=1.

b) Para k=1 el sistema se reduce a una ecuacién: X+ Y+ 2z =1. Segin el apartado anterior, este sistema tiene

X=1-A—-p
dos grados de libertad. Llamando Yy =A, Z =p, las infinitas soluciones se pueden escribir asi: {y = A
Z=H
PROPUESTA A. EJERCICIO 4
Enunciado:
X=-A
a) Estudia la posicion relativa de la recta r=<y=0 ,AeR, y el plano de ecuaciéon general
z=1+\

n=2X—-y+32=6.
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b) Encuentra la ecuacién general de un plano ' perpendicular a ™ que contengaa I .

Solucién:

a) Un vector director de la recta es U :(—1, 0,1) y un vector normal (perpendicular) del plano es V :(2,—1, 3).
Como U-\7:(—1,0,1)-(2,—1,3):—2+0+3:l¢0, U y V no son perpendiculares, es decir, I y T no son
paralelos y, por tanto, la recta I y el plano 7 han de ser secantes (se cortardn en un punto).

b) Para determinar 7' nos hacen falta dos vectores directores y un punto. Como m' ha de contener a I, cualquier

punto de r estarden m'. Tomemos pues P(0,0,l) como punto de 1'. Un vector director suyo sera la direccién

de r (U),yaque r cm',y otro vector director de ' puede ser V pues queremos que 7' sea perpendicular a

r
TCI
vl /U :
; s
my V _Lm (verfigura).
x-0 y-0 z-
Por tanto: w'=| -1 0 1 |=0.
2 -1
X y z-—
Desarrollando el determinante: |-1 0 1 |=(2y+z-1)—(-3y—-x)=x+5y+z-1
2 -1 3

Asi pues, la ecuacién general del plano que se pide es t'=X+5y+2z—-1=0.
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