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Derivada de la funcién compuesta.

Regla de la cadena

Cuando en las matematicas de bachillerato se introduce el concepto de derivada, su significado y
su interpretacion geométrica, se pasa al cdlculo de la derivada de una funcién en un punto usando
la definicién y aprovechando el cdlculo de limites. A continuacion, se introducen inmediatamente
las reglas de derivacién: de un ntimero por una funcién, de la suma y la resta, del producto y del
cociente, asi como la derivada de la funcién compuesta o regla de la cadena. También se dan las
derivadas de las funciones elementales (puedes consultar este articulo), generalmente mediante
una tabla de derivadas, que suele aparecer dividida en dos: la derivada de la funcién directamente
y la derivada de la funcién compuesta en la que se hace uso de la regla de la cadena.

Es probable que en bachillerato también se demuestren, usando la definicién de derivada de una
funcién en un punto, algunas de las reglas de derivacién (por ejemplo la derivada de la suma o
del producto de dos funciones), pero lo que no se suele hacer es la demostracion de la deriva-
da de la funcién compuesta, conocida més habitualmente por regla de la cadena. Aprovechando
que en esta Web hemos dedicado articulos a hablar sobre la composicién de funciones, funcién
inversa de una funcién y sobre el concepto de convergencia de una sucesién, vamos a proceder a
la demostracién de la regla de la cadena. Aprovecharemos también para enunciar y demostrar el
teorema de la funcién inversa. Finalmente, y como consecuencia de lo anterior, demostraremos un
resultado conocido por todos los estudiantes de matematicas en bachillerato: de todas las funcio-
nes exponenciales, la de base el ntimero e es la tinica que coincide con su funcién derivada. Este
resultado justifica que la funcién exponencial de base e sea la funcién exponencial por excelencia.
De hecho, a la funcién exponencial de base e se la llama, simplemente, funcién exponencial.

Teorema 1 (de la funcién compuesta o regla de la cadena).

Sean f : A — R, f : B — R funciones reales de variable real verificando que f(A) C By sea
h = go f.Sea también a € Ay supongamos que f es derivable en a y que g es derivable en f(a).
Entonces h es derivable en a y se verifica que

Demostracion.
Sea ¢ : B — R la funcién definida por

s()
P(y) = Y
g/

S0 5 e s ()

(fl@) st y=fla)
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La derivabilidad de g en f(a) hace que ¢ sea continua en f(a). Se tiene ademas:

s(y) —g(f(a)) =¢y)(y— f(a)), Yy €B

igualdad que, para y # f(a), se deduce de la definicién de ¢, mientras que, para y = f(a), es
evidente por ser nulos sus dos miembros.

Dado x € A tenemos, tomando y = f(x),

de donde, si ademas es x # a,

h(x) — h(a) — (P(f(x))f(x) —f(ll)

X—a X —a

Por ser f continua en ay ¢ continua en f(a) tenemos que ¢ o f es continua en f(a) (ver proposicién
3 del articulo dedicado a las propiedades de las funciones continuas), luego

lim ¢(f(x)) = ¢(f(a)) = &'(f(a))

X—a

Finalmente, como el limite del producto es el producto de los limites tenemos

tim "0V 7RO g 10 1im LB LD oy = g (a)) ()

xX—a X —a xX—a xX—a X —a
tal y como querfamos demostrar.
El siguiente teorema nos permitird estudiar la posible derivabilidad de la inversa de una funcién

derivable e inyectiva.

Teorema 2 (de la funcién inversa).
Sea f : A — R una funcién real de variable real y 2 un punto de A. Supongamos que f es inyectiva
y que es derivable en el punto 4. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

i) f'(a) # 0y f~! es continua en f(a).
ii) f~! es derivable en f(a).

Ademas, en caso de que se cumplan i) y ii) se tiene:

Demostracion.
i) = ii) Sea {y,} una sucesién de puntos de f(A) — {b} con {y,} — f(a) y consideremos la
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sucesion x, = f~(y,),Vn € IN. Por ser f~! continua en f(a) tenemos {x,} — f~1(f(a)) = a,
luego, por ser f derivable en a:

{W} - {f‘l(yzg :ﬁ(—?(f(a))} - i)

Finalmente, siendo f'(a) # 0 obtenemos

F ) = F1(f (@) 1
{ Yo — b }%f’(a)

lo que demuestra que f~! es derivable en f(a) con derivada ﬁ

ii) = i) Desde luego, si f~! es derivable en f(a) serd continua en f(a). Ademas, aplicando el

teorema anterior con B = f(A) y g = f ! tenemos: 1 = (f 1o f)'(a) = (f 1) (f(a))f'(a), lo que

demuestra que f'(a) # 0y nos da nuevamente la igualdad (f~1)'(f(a)) = ﬁ

Finalmente, vamos a probar la derivabilidad de las funciones exponencial y logaritmo neperiano
y la de las funciones relacionadas con ellas.

Teorema 3.

i) La funcién exponencial es derivable en todo R y su funcién derivada es la propia funcién

exponencial.

ii) Si f : A — R es derivable en un punto a € A, entonces la funcién g : A — R definida por
g(x) =/ vxe A

es derivable en a con ¢'(a) = f'(a)ef(@. En particular, si & es un numero real positivo y
tomamos A = R, f(x) = xIna,Vx € R™, obtenemos que la funcién exponencial de base «
es derivable en todo R siendo su funcién derivada el producto del ntimero real Ina por la
propia funcién exponencial de base «.

iii) La funcién logaritmo neperiano es derivable en R* con
/ 1 +
In"(x) = ;,Vx €eR

iv) Si f: A — R™ es derivable en un punto a € A, la funcién ¢ : A — R definida por
g(x)=Inf(x),Vxe A

es derivable en a con g'(a) = % (derivada logaritmica de f en el punto a).

3
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v)Sif: A— R"yg: A — Rson derivables en un punto a € A, la funcion h : A — R*
definida por
hix) = f(x)8%) ,Vxe A

es derivable en a con

I (a) = h(a) (g’<x> Inf(a) +g (”)j;<(5>))

En particular, tomando A = R™, f(x) = x,Vx € RT y ¢(x) = b,Vx € R" donde b es un
namero real fijo, se obtiene que la funcién potencia de exponente b es derivable en R™ y su
derivada es el producto del niimero real b por la funcién potencia de exponente b — 1.

Demostracion.

i) Sea {t,} una sucesién de numeros reales no nulos, convergente a cero. Y sean y, = tl,
n

xp = €', ¥n € N. Claramente {x,} — 1y {x;"} — e, luego tenemos {y, (x, — 1)} — 1 (ver
el articulo dedicado a ciertos limites funcionales de interés), esto es que {% (efr= 1)} — 1.
Sea ahora a € R arbitrario y {a,} una sucesién de nimeros reales distintos de a tal que
{a,} — a. Podemos entonces aplicar lo anteriormente probado a la sucesioén {a, — a}, suce-
sién de nameros reales no nulos que converge a cero, y obtener:

e’ —ef et —1 .
—— =g —— /> —e
Eln—(l [Zn—ll

e’ — et

Hemos probado asi que

f'(a) = lim =¢

X—a X —a

y esto, cualquiera que sea el nimero real a.
ii) Basta aplicar i) y la regla de la cadena.

iii) La funcién logaritmo neperiano es continua en R™ y, por i), la funcién exponencial es deri-
vable en R con derivada distinto de cero en todo punto. Por el teorema de la funcién inversa

tenemos, para todo nuimero real a:

1
/
In’(e* ) = o

y dado x € R, podemos tomar a = In x para obtener

1
In'(x) = ~
n'(x) »

iv) Basta aplicar iii) y la regla de la cadena.
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v) Sea ¢ : A — R definida por
$(x) =Inh(x) =g(x)Inf(x),Vx € A

Usando iv) y la regla de derivaciéon de un producto, ¢ es derivable en a con

(0) = /(@) (o) + g

Como quiera que
hix) =e?™ Vxe A

usando ii) obtenemos que & es derivable en a con

h/(g) = e‘P(ﬂ) (P/(LZ) _ h(ﬂ) <g/(x) h’lf([l) +g(ﬂ)];((;)))

Ejercicios.

1. Sea f : A — R, a € Ay supongamos que f es derivable en a con f(a) # 0. Probar que las
funciones |f|, f*,f~ : A — R dadas por:

FI(x) = If ()], f7(x) = max{f(x),0}, f~ (x) = max{—f(x),0} ,Vx € A
son derivables en a. ;Es cierta la misma afirmacion sin suponer f(a) # 0?

Solucion.

La funcién |f| es la composicién de la funcion f con la funcién valor absoluto: |f| = fo|-].
Como f es derivable en a y la funcién valor absoluto es derivable en f(a) # 0, la regla de la
cadena nos asegura que |f| es derivable en a. Si f(a) = 0 la afirmacién no es cierta pues la
funcién valor absoluto no es derivable en cero. Sea por ejemplo la funcién

flx) =2 =1=|f(x)| =

x> —1 si x€(—00,—1]U[1,+00)
—x2+1 si x € (—1,1)

En el punto a = 1 se tiene

f(x)—f(l):{ x+1 si x€ (—oo,—1] U1, +o0)

x—1 —x—1 si xe€(—1,1)

De esta manera
i FO ), -0 _
x—1+ x—1 x—1- x—1
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y por tanto |f| no es derivable en a = 1.

Por otro lado, se tiene que

(%) = max{—f(x),0) = L ; f(x)]

) f(x) +1f (%)
£4(x) = max{f(x), 0 = V]
Entonces, por lo demostrado anteriormente, tanto f* como f~ son derivables ena € A con
f(a) # 0. Del mismo modo que antes, esta afirmacién no tiene por qué ser ciertasi f(a) = 0.

2. Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcién f : A — R en cada uno de los siguien-

tes casos:

a) A=[-11]; f(x) =vV1—x%2,Vx € A.
b) A=R; f(x) = /|x[,Vx € R.

c) A:]R;f(x):ﬁ,\#xenz.

d) A=R{; f(x) =x%,Vx € R, f(0) = 1.
e) A=[0,1]; f(x) = max{x,1 —x},Vx € A.

Solucion.

a) Sean g : R — Ryh : [0,+0) — R definidas respectivamente por g(x) = 1 —x%y
h(x) = /x. g es continua y derivable en todo R, y & es continua en [0, +o0) y derivable
en (0, +00).

h no es derivable en cero porque

Jx 1

fim MO 1O e Ve L e

x—0 x—0 x—0t X x—04/x
Las derivadas de las funciones g(x) = 1 — x? y h(x) = y/x = x'/2 son, respectivamen-
te, ¢'(x) = —2x y I’ (x) = Jx~1/2, donde se ha utilizado que la derivada de la funcién
constante es igual a cero, que la derivada de la suma es la suma de las derivadas y el
apartado v) del teorema 3, segiin el cual la derivada de la funcién potencia de expo-
nente b € R™ es el producto del nimero real b por la funcién potencia de exponente
b—1.

Por otro lado tenemos que (ko g)(x) = h(g(x)) = h(1 —x?) = v/1— 2, con lo que
f = hog. Porlaregla de la cadena f es derivable en (—1,1), ya quesia € (—1,1),
entonces 1 —a® € (0,1) y f(a) = h(g(a)) = h(1 — a?). Ademas, f no es derivable ni
en x = —1,ni en x = —1 porque, tal y como hemos comprobado, no lo es  en cero y
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b)

f(=1) = f(1) = (hog)(1) = h(g(1)) = h(0). Dado x € (—1,1), la regla de la cadena
nos proporciona la derivada de la funcién f en x:

fi(x) = (hog)'(x) = I (g(x))g'(x) = %(1 — %) (—2x) =

La funcién f(x) = 3/]x| = |x|'/3 la podemos escribir as:

/3 si x>0

X
flx) = { (—x)1/3 si x<0

Sia € RY, f es derivable en a por el apartado 5 del teorema 3, con f/(a) = %a‘z/ 3. Por
la misma razén, sia € R™, f también es derivable en a con derivada f/(a) = %a’z/ 3,

Sia =0, f no es derivable en a pues tomando x > 0

fO)-f0) _vx_ 1

3
x—0 X %

N

que no tiene limite finito cuando x — 0.
La funcién la podemos escribir del siguiente modo:

2x

1+
fay=¢ 7

1—x

si x>0

si x<0

Esta funcion es claramente continua y derivable en R — {0} con derivada

2 )
/ m S1 X > 0
fo=3 "7
—— s8i x<0
(1—x)?
Veamos qué ocurre en cero.
Tomando x > 0: )
X
— e 2
lim M — lim X = Iim =2
x—0 X — x—=0 X x—01+x
Tomando x < 0: )
2x
limw mIE —im 2 -2
x—0 x—0 x—0 X x—=01—x

Las derivadas laterales existen y son iguales. Por tanto, f es derivable en cero con

£1(0) =2
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d)

Sia € RY el apartado v) del teorema iii) nos asegura que f es derivable en a con
derivada

f'(a) =a" (Ina+1)

Estudiemos ahora la derivabilidad de f en cero. Sea ¢ la funcién definida de la siguiente

manera:
xInx si x>0
X) =
4)( ) { 0 si x=20
Puesto que
lirnM = limm =limlnx = —o©
x—0 x—0 x—0 X x—0

la funcién ¢ no es derivable en cero.

Supongamos que f fuera derivable en cero. Como f(x) = e?®*), haciendo uso de la
regla de la cadena, tendriamos que f'(0) = e?(©¢/(0) = ¢’(0), lo cual es contradictorio
pues ¢ no es derivable en cero. Por tanto, acabamos de demostrar que f no es derivable
en cero.

Observemosquex =1 —x & x = x<l-x&x<iyx>1-x& x> 1 Por

tanto podemos escribir la funciéon f(x) = max{x,1 — x} del siguiente modo:

Claramente, six # 0, x # 1y x # %, f es derivable con derivada

—1 si X< X
f’(x):{ Lsi 0<x<)

1 si %<x<1

Si x = 0 existe la derivada lateral por la derecha, cuyo valor es f/ (0) = —1. Andloga-
mente, si ¥ = 1 existe la derivada lateral por la izquierda y f’ (1) = 1 (estos resultados
se pueden obtener también con facilidad aplicando la definicién de derivada lateral de
una funcién en un punto). Finalmente, f no es derivable en x = % pues las derivadas la-

terales por la izquierda y por la derecha de 1 no coinciden: f" (%) =—-1#1=/f <%> .

3. Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcién f : R — IR definida por:

22 si xeQ
f(x)—{ 3 si xeR—-Q

Solucion.
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Sea a € Ry {x,} una sucesion de racionales convergente al punto a. Entonces tenemos que
{f(xn)} = {x2} — a*. Sea ahora una sucesién {y, } de irracionales que converja también al
punto a. En este caso {f(yx)} = {y3} — 4>. Para que f sea continua en a debe ser a> = a3,
esdecira =00a=1.51a=0= {f(x,)} = 0= f(0), sea quien sea la sucesion {x,}. Si
a=1= {f(xy)} — 1= f(1). Entonces f es continua en 0 y en 1. En los demds puntos no

es continua y, por tanto, tampoco es derivable.
Estudiemos la derivabilidad en el punto a2 = 0. En este caso

f(x) = £(0) {x si xcQ

¥2 si xeR—-Q

Entonces es claro que 1im M

_ : 10) —
lim ———— = 0, con lo que f es derivableen 0y f'(0) = 0.

Veamos ahora qué ocurre ena = 1.

flx)=f(1) x+1 si xeQ
x—1 ] x®24+x+1 si xeR-Q

En este caso M no tiene limite en 1, pues si x — 1 por racionales f—(x) fQ) — 2

x—1 x—1
fx) - f(1)

y si x — 1 por irracionales 1
x f—

— 3. Por tanto, f no es derivableena = 1.

4. Probar que la funcién f : R — R definida por:

f(x):{ X s% x € Ry

In(1+x) si x€R"
es derivable en R y encontrar su funcién derivada.
Solucion.

La funcidn es claramente continua y derivable en R — {0}, con

1 si x<0

f’(x):{ Hix si x>0

Como lim f(x) = lim f(x) =0, entonces lim f(x) = 0 = f(0), f es continua en 0.

x—0t x—0~ x—0
Ademas: 0 0 (1
o SOV =FO) ) = f0) )
x—0~ x—0 x—0+ x—0 x—0+ X
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Para demostrar que este dltimo limite es igual a 1, demostraremos que lir(r)1+(1 + )/ = e,
X—r

Seay = % Entonces, x — 07 = Yy — 400y tenemos:
1\Y
lim (14 x)Y* = lim (1—1——) =e
x—0F y—+oo y
Y de aqui, por la continuidad de la funcién logaritmo neperiano, se deduce que

lim In(1+x)"* = lim lln(l +x) = lim In(1+x)

x—0t x—0t X x—07t X

=lne=1

Por tanto, hemos demostrado que

fx) —fO) _ L f&)—fO) _

lim = lim
x—0~ x—0 x—0t x—0

Asi, f es derivable en cero con f'(0) = 1.

5. Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcién f : R — R definida por:

xPIn|x| si x € R— {0}
X) =
f) { 0 si x=0
donde p es un niimero entero.

Solucion.

La funcién es continua y derivable en R — {0} y tenemos que

/ B xp—l(p+1nx) si x>0
fix) = { xp—l(p_ln(—x)) si x<O0

Como |xPIn |x|] < |xP*!|, entonces Ve > 0,36 >0 : x € R,0 < |x| <6 = [f(x)| < e.
Basta tomar § = #*{/e. Entonces

lim £(x) = lim (x" In|x]) = 0 = f(0)

x—0

y, por tanto, f es continua en cero.
Usando lo demostrado anteriormente tenemos también

— p
lim f(x) = F(0) = lim *'n || = lim (xp_11n|x]) =0

x—0 X — x—0 X x—0

lo que demuestra que f es derivable en 0 con f’(0) = 0.

10


http://lasmatematicas.eu

Matemdticas IT Pedro Castro Ortega
Derivada de la funcion compuesta. Regla de la cadena lasmatematicas.eu

6. Sea f : R — R definida por f(x) = x +e*,Vx € R. Probar que f es biyectiva y que f ! es
derivable en todo R. Calcular (f~1)(1) y (f71)/(1 +e).

Solucion.

La funcién f es continua y derivable en todo R por ser suma de continuas y derivables.
Por otro lado, f(x) — —oo cuando x — —ooy f(x) — +oco cuando x — +oo, lo que
demuestra que f(IR) = Ry f es sobreyectiva. Ademds, f es estrictamente creciente pues si
x < y,entonces x +e* < y + e¥ (la funcién exponencial es estrictamente creciente). Asi, f es
inyectiva y, por tanto, f ! es continua (ver el articulo dedicado a las funciones continuas e
inyectivas).

La derivada de la funcién f es f'(x) = 14+e* # 0,Vx € R. Por el teorema de la funcién
inversa f ! es derivable en todo R y se tiene que (f ~1)'(f(a)) = f’%a) . Ast:

f(a)=1<a+e" =1« a=0yentonces (f 1) (1) = % =1

f(a)=1+e<a+e” < 1+e<a=1yentonces (ffl)’(l—ke):ﬁ:ll?.
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