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INTEGRAL INDEFINIDA. METODOS DE INTEGRACION

Meétodo de integraciéon por cambio de variable

Consiste en sustituir x por una funcion adecuada para que la expresion resultante sea méas sencilla de
integrar que la primera.

Si x es funcién de t: x=g(t), entonces la diferencial de x es: dx=g'(t)dt, con lo cual:
[ 1()ax=[t(a(0) g (t)at

Aplicaremos este método cuando la segunda integral sea mas facil de calcular que la primera. La cuestion
mas dificil es saber la funcion g (t) adecuada en cada caso.

Ejemplo 1

Calcular la siguiente integral: J\/l— X2 dx

Llamando x=sent, sera dx =costdt, y la integral anterior se puede escribir:

jxll sen’t cos x = Icos tdt = ser;Zt C:%+M+C:(*)

4

Si x=sent, entonces t =arcsen x, y ademas cost = \/1—sen2t = \/1— x* . Por lo tanto,

arcsenx  xy1-x°

(%)= St +C

Nota: La integral jcosztdt se ha realizado teniendo en cuenta la siguiente igualdad trigonométrica:

1 2
COSZ'[ :is'[

Generalmente, al hacer un cambio de variable, se escribe t en funcion de x, en lugar de x en funcion de t, es
decir, se hace t=h(x), con lo cual sera: dt=h'(x)dx.

Ejemplo 2
Calcular la siguiente integral: Ilox—+53dx

X +x)
Retoquemos un poco:

J‘ 10x+5 _dx _5_[ 2x+1 ~(+)

x +x x? +x
Llamando t = x?+ x, seré dt =(2x+1)dx, luego:
:sjd—gzsjt—3dt:—§t—2+cz_—52+c
t 2 2(x2 + x)
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Meétodo de integracion por partes
Consiste en aplicar la formula de la derivabilidad del producto:

(u-v)'=u"v+u-v'=u-v'=(u-v)'-u'v
Integrando en ambas partes: ju -v'dx :I((u -v)'—u'~v)dx=J.(u -v)'dx—Iu “vadx.

Asi pues: Iu v'dx=u -v—ju “vdx , férmula mas conocida de la forma:

Iudv=uv—jvdu

que se puede memorizar asi: “un dia vi una vaca vestida de uniforme”.
Podemos aplicar la formula anterior para calcular una integral del tipo ju dv siempre que sepamos calcular

vijdu.

Ejemplo 3

Calcular la siguiente integral: jxcos xadx.

, . . u=x
Esta integral es del tipo Iu dv, siendo:
dv = cos x dx

i du = dx
De aqui se deduce que:
vV =senx

Aplicando la férmula de integracién por partes tenemos:

jxcosxdx:xsen x—jsenxdx:xsen X+cosx+C

Ejemplo 4

Calcular la siguiente integral: jarctg Xadx .

1
du =
. De aqui se deduce que Y 1+x° .
V=X

U = arctg x

Esta integral es del tipo Iu dv, siendo: {
v = dx

Aplicando la férmula de integracion por partes tenemos:

Jarctg x dx = xarctg x—J‘ ! ~dx = xarctgx—lln(1+ x*)+C
1+X 2
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Ejemplo 5

Calcular la siguiente integral: Ix"exdx siendo p un ndmero natural.

— yP

dv =e*dx

du = px"'dx

X

Esta integral es del tipo Iu dv, siendo: {
v=e

. De aqui se deduce que: {

Aplicando la férmula de la integracion por partes tenemos:
prexdx = xPe* — pjxp’lexdx

De esta forma el célculo de la primera integral se ha convertido en el calculo de otra integral del
mismo tipo en la que el exponente p se ha rebajado una unidad. Realizando el proceso p veces se

llega a la integral Iexdx que es inmediata.

Otras veces, al aplicar la integracion por partes llegamos a la misma integral que teniamos al principio, y
entonces, podemos calcularla pasandola al primer miembro y despejandola.

Ejemplo 6
Calcular la integral: Isen“xdx.

du = 3senxcos x dx
V =—COS X

u =sen’x

Esta integral es del tipo Iu dv, siendo: {
V =sen x

. Por lo tanto: {

Aplicando la férmula de integracién por partes tenemos:

Jsen“x dx = —sen®x cos x +3jsen2x cos® xdx =—sen®x cos x + SIsenzx(l—senzx)dx =
= —sen’®xcos X +3Isen2x dx—BJsen“x dx = (%)

(*) = —sen’xcos x + g X— %sen 2x —BIsen“x dx

Observemos que la Gltima integral es precisamente la que queriamos calcular, luego si la pasamos al
primer miembro tenemos:

3 3
4Isen4xdx = —sen>xcos X + > X —Zsen 2X
Finalmente:

Isen“x dx = —lsen3x cos x+§x—isen 2x+C
4 8 16

Nota: En el paso (*) se ha utilizado que .[senzx dx :%x—%senZX :
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Integracion de funciones racionales

Una funcion racional es de la forma y :% , donde P(x) y Q(x) son polinomios.
X

Si el grado del numerador es mayor o igual que el grado del denominador, se divide el primero por el
segundo, con lo cual se obtiene un cociente C(x) y un resto R(x).

Entonces se cumple: P(x)=Q(x)-C(x)+R(x), luego:

P(x) _ Q(X)C(X)+R(X) _ Cx) + R(x)
Q) Q(x) Q(x)
Ejemplo 7
Calcular la siguiente integral: J- 2x412x_+2i6x3+18x J dx

Como el grado del numerador es 5 y el del denominador es 2, dividimos el primero

por el segundo y obtenemos x* —7x + 2 de cociente y x —3 de resto. Por lo tanto:

5 4 3 2 _ _
IX 2x* —10x° +16x> +18x gdx:j(x3—7x+2+ 2x 3 ]dx:

x?—2x-3 X2 —2x+3
4 2 _
=X__7L+2 .[2)(—3dx
4 2 X°—2X+3

Como los polinomios son sencillos de integrar, el problema se ha reducido al calculo de una integral del tipo

P(x . .

I () dx, siendo el grado del numerador menor que el del denominador.
Q(x)

En primer lugar descomponemos en factores el denominador Q(x). Vamos a considerar los tres casos

siguientes:

1°9) Q(x) tiene solamente raices reales simples
Supongamos que éstas son X;,X,,...,X,. Entonces: Q(x)=a,(X—x )(X—X,)..(X—x,) y podemos escribir:
P

) A A, A
Q(X) x—=x X=X X=X,
veremos en el siguiente ejemplo.

, donde A,A,...,A son numeros que se calculan de la forma que

Por lo tanto:

J'deJ.A&dx+J‘Azdx++J‘A‘dx—
=AIn(x=x)+AIn(x=%)+..+ A In(x-x,)
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Ejemplo 8
- . 3X+2
Calcular la siguiente integral: I — dx
2X°+9X°+7x-6

Resolviendo la ecuacion 2x° +9x* +7x—6 =0 encontramos sus soluciones:
X, = % X, =—2, X, =—3, que son reales y distintas.
Entonces:
2X° +9X* +7X—6 = 2(x—%j(x+2)(x+3):(2x—1)(x+ 2)(x+3)

x+2 A B C
2 +9x° +7x—6 2x-1 Xx+2 x+3

y vamos a hallar los nimeros A, B, C, que cumplan esta condicion.

La suma de las tres fracciones del segundo miembro es:
A(x+2)(x+3)+B(2x-1)(x+3)+C(2x-1)(x+2)
(2x-1)(x+2)(x+3)

y como
2%° +9x* +7x—6 =(2x—1)(x+2)(x+3)
los numeradores también deberan de ser iguales, luego:
3x+2=A(x+2)(x+3)+B(2x—1)(x+3)+C(2x-1)(x+2)

Esta igualdad es cierta para cualquier valor que demos a x.

. . 1
En particular, si hacemos x = > resulta:

3-1+2=A 1+2 l+3 +B 21—1 l+3 +C 22—1 1+2 :>Z=A§~Z

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
4
5

2 . : .
de donde A= 5 Analogamente, si hacemos x = -2 resulta B =— , y si hacemos x =-3 resulta

3x+2 2/5 4/5 -1

I 3 5 dx:J. + + dx =
2X°+9x°+7x—-6 2Xx-=1 Xx+2 x+3
:%In(2x—1)+§In(x+2)—|n(x+3)+C

C =-1. Por lo tanto:
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29 Q(x) tiene raices reales maltiples
Supongamos que X, es una raiz multiple de orden k. Eso significa que en la descomposicion de Q(x)

, k .. . .
aparecera (x—xi) . Entonces se opera de una forma similar al apartado anterior, haciendo una
descomposicion en suma de fracciones. La raiz x dard origen a la suma de fracciones:

A + A kl+...+i

k _
(x=%)" (x=x) X=X
veremos en el ejemplo siguiente. Integrando la suma de fracciones anterior tenemos:

J‘ﬁdx"'j%dX#.ﬁJ‘ A dx =

, donde A ,A,,...,A son numeros que se calculan de la forma que

—% X=%) X=%
= _lf‘-‘+l(x—xi)_k+1+%(x—xl)_k+2 +..+ A In(x=—x)+C
Ejemplo 9
Calcular la siguiente integral: .[x“ — _31)(2 V) dx.

Resolviendo la ecuacion x* —x* —3x? +5x—2 =0 encontramos que sus soluciones son x, =1y
x, =—2, siendo X, una raiz triple, es decir: x* —x®—3x* +5x—2=(x~-1)’(x+2).
1 A B C
53 2 = 3 T 2 +
X =X —3X°+5x-2 (x—l) (x—l) Xx-1 X+2
D que cumplen esta condicién. La suma de las cuatro fracciones del segundo miembro es:

Luego: , Y vamos a hallar los numeros A, B, C,

A(x+2)+ B(x—l)(x+2)+C(x—1)2(x+2)+ D(x—l)3
(x—l)s(x+2)
y como x* —x*—3x? +5x—2=(x-1)’(x+2), los numeradores deberan ser iguales, luego:
1= A(x+2)+B(x-1)(x+2)+C(x-1)" (x+2)+D(x~1)’
Esta igualdad es cierta para cualquier valor que demos a x.

En particular, si hacemos x=-2:1= D(—2—1)3 =1=-27D = D =-1/27, si hacemos x =1:
1= A(1+2)=1=3A= A=1/3.

Si hacemos x=0: l:2A—ZB+2C—D:—ZB+ZC:1—2A+D:—ZB+2C:%,

y si hacemos x=2: 1=4A+4B+4C+D =4B+4C=1-4A-D=4B+4C :—%

Resolviendo el sistema formado por las dos Ultimas ecuaciones se obtiene B=-1/9, C =1/27

J. 1 dx=j[( ys _, Y9 +]/27+_]/27de=

x*—x®—3x*+5x-2 x_1)3 (x_1)2 Xx—=1 X+2

1 1 1 1
=— —I -1)——I 2)+C
6(x—1)2+9(X—l)+27 n(x-1) > n(x+2)+
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39) Q(x) tiene raices imaginarias simples
hx +k

ax’ +bx+c '
donde h, k son nimeros que se calculan de la forma que veremos en los ejemplos siguientes, y las raices de
ax® +bx+c son imaginarias.

. . . P(x .
Entonces la descomposicion en fracciones simples de % da lugar a fracciones de la forma
X

hx + k
Veamos como se calcula la integral I—dx.

ax> +bx+c
Vamos a distinguir dos casos, segun que sea o0 no sea nulo el valor de h del numerador hx + k.

h=0

Entonces aplicamos al denominador el método del completamiento del cuadrado. De esta forma, el
. 2
denominador ax”+bx+c toma la forma a((x+ m) +n2).

k k k 1
Asi pues, | ————d =I d=—_f—d=
> pues J.ax2+bx+c X a((x+m)2+n2) *=3 (x+m)?+n? X

- kzj - ——dx=(*). Si hacemos ahora el cambio de variable: t= x+m; dt:%:dx ndt .

an X+m N o

( ) +1
n
Entonces se tiene que (*):L-[Zd_tziarctgwc =£arctg(x+mj+c .
anJt°+1 an an n
Ejemplo 10
Calcular la siguiente integral: .[2; dx
2X° —-12x+26

Aplicando el método del completamiento del cuadrado al polinomio 2x* —12x+ 26
2X° ~12x+26 = 2(X* ~6x-+13) = 2(x* ~2x+ 3 -3 +13) =2((x—3)" +4)

Por lo tanto,

J‘ : q _J‘ 5dx2 _5 .
2x° —12x+26 2((x—3) +4) 2J (x=3)"+4

5 J' dx 5 J‘ dx ~(+)
2.4 (x_3)? 2.4 3\
(x—3) 1 (x 3} 1
4 2
. . ) X—3 1
Haciendo el cambio de variable: t = — =dt= de = dx = 2dt tenemos:

Zdt :E rctgt+C—%arctg( 23j+C
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h#0

Entonces descomponemos el numerador hx+k buscando una expresion que sea la derivada del
denominador (es decir, 2ax+b), y procedemos de la siguiente forma:

hx+k:h(x+5j:1(2ax+2ak) h(za X+b— b+@j
h) 2a h 2a h

Llamando p = % —b, tenemos:

J‘ hx +k q _h.|‘2ax+b+pdx LJ‘ 2ax+b dx 4

X=— — - -
ax’ +bx+c 2ad ax® +bx+c 2ad ax®? +bx+c

+LI+dX=LIn(ax2+bx+c)+£j+dx
2aJ ax” +bx+c 2a 2aJ ax“+bx+c

Esta ultima integral carece de término en x en el numerador, luego se calcula por el procedimiento visto en
el apartado anterior, para h=0.

Ejemplo 11
4x+3

Calcular la siguiente integral: I—
X“+2x+50

Teniendo en cuenta que la derivada del denominador es 2x + 2, transformamos el numerador de la

siguiente forma:
4x+3=4 x+§ _4 2x+E =2 2x+2—2+E =2(2x+2)-1
4 2 2 2

Por lo tanto:
2(2x+2)-1
J‘ 24x+3 dx:j g ) dx:2I 22x+2 dx—J. 2 1 dx—
X +2x+50 X +2x+50 X +2x+50 X +2x+50
:2In(x2+2x+50)—j2;dx
X +2x+50

Esta Gltima integral se calcula asi:

x2+2x+50=x2+2-x-1+50=x2+2-x-1+12—12+50=(x+1)2+49:>

:>J.2—
X +2x+50

1 1 dx
[ gedif &
(x+1)"+49 49J (x+1)

+1
49

dx = 1arctg (XTHJ +C

49j(x;1j " 7.[()(4.1) 7

Finalmente tenemos:

_[24)(—+3d =2In(x* +2x+50)—£arctg 1) ¢
X° +2X+50 7 7
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Ejemplo 12
x* +15x—38
— 7% +9x+17

Calcular la siguiente integral:j 5
X

Resolviendo la ecuacion x* —7x*+9x+17 =0 encontramos que tiene x, =-1 como Unica solucion
real. Entonces:
X =7X° +9x+17 = (x+1)(X* —8x+17)

Asi pues:
x*+15x-38 A N hx + k
XC—7x®+9x+17 x+1 x*-8x+17

y vamos a hallar los nimeros A, h'y k que cumplen esta condicion.
La suma de las dos fracciones del segundo miembro es:
A(X* —8x+17)+(hx+k)(x+1)
(x+1)(x2 —8x+17)

luego:
X* +15x—38 = A(X* —8x+17)+(hx+k)(x+1)
Esta igualdad es cierta para todo valor que le demos a x. En particular, si hacemos x=-1, resulta:

-52=A-26, de donde A=-2. Analogamente, si hacemos x=0 resulta k =—4, y si hacemos x=1
resulta h=3.

Por lo tanto:

x? +15x—38 -2 3x—4
I 3 > dx:J. dx+I 5 dx
X>—=7X +9x+17 X+1 X°—8x+17

La primera de estas dos integrales es: —2In(x+1) .

Para calcular la segunda integral tengamos en cuenta que la derivada del denominador

es 2x—8, luego el numerador se transforma asi:

3—4-3 x—= _3 2x—§j:§(2x—8+8—§ :E(Zx—8)+8
3) 2 3) 2 3) 2

y la segunda de las dos integrales anteriores se convierte en:

J‘ 2X—-8 J‘ J‘ 2X—-8
dx+8 X+
2J x*-8x+17 x> —8x+17 2 x? —8x+17

1 3
+8J‘—dx=—ln x*—8x+17)+8arctg(x—4
x—4) +1 2 ( ) g( )

Por lo tanto, finalmente tenemos:

J‘ x* +15x —38

T ron il dx = —2In(x+1)+gln(x2 —8x+17)+8arctg(x—4)+C
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